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Exercice 1
Ensemble de définition
. 7 . . . 9 45172 -1
Soit z un réel. f(x) existe si et seulement si 2* +x4+1#0et ——— > 0.
24+z+1
Commencons par étudier le signe de 22 + x + 1. Comme A = —3 < 0 ce trindéme est de signe constant, donc

2

pour tout réel  on a 22 + 2 + 1 > 0. La fraction est donc du méme signe que 4z? — 1.

22+x+1
De plus, 422 =1 >0 <= 22 > 1 <= 2 €] —00;—L[U]L; +o0].

Finalement ’ensemble de définition de f est :

Limites

On a pour tout x € Dy :

422 -1 4-%
2?+r+1 1+14+ %

x

donc par opération sur les limites :

472 — 1 . 472 — 1

lim 4 et im ———— =
z—+oo 2+ +1

e T2 x4+ 1

donc par composition par In qui est continue en 4 :

lim f(z)= lim f(z)=In4

T——00 T—+00
Lorsque x tend vers —% ou % on a :
472 — 1 . 422 — 1
m ————--= lim - =
et x?+r+1 as-latta+1
donc par composition de limites, comme lim In(X) = —oo :

X—0

Asymptotes

D’apres le point précédent la courbe représentative de f admet une asymptote horizontale d’équation
y =1n4 = 2In2 et deux asymptotes verticales d’équation x = —% et x = %

Variations

f est dérivable sur son ensemble de définition comme composée d’un quotient de fonctions dérivables (dont le
dénominateur ne s’annule pas) et a valeurs dans |0; +oo[ par la fonction In dérivable sur |0; +o00].

Pour tout € Dy on a f(z) = In(42® — 1) — In(2* + x + 1) donc :
0 >0
>



8z  2xr+1
422 -1 22+ ax+1
Sr(x? +x+1)— 2z +1)(42? —1)
(4z? = 1)(z2+ 2 +1)

Vo € Dy, fl(z)=

4z% + 10z +1
(4x? = 1) (x2+ 2 +1)

Or : Vx € Dy, 2> +x+1>0et 422 —1 > 0. Le signe de f/(x) est donc le méme que le signe de 422 + 10z + 1.

A=102—-4x4x1=84>0

~10 -84 —5—+/21
8 - 4
trindme est positif sauf entre ces racines. Il reste a savoir ou sont ces racines par rapport a —% et a %

_ 542l
- =

le trinéme 4z2 + 10z + 1 a deux racines : z1 = et xo .4 > 0 donc le

Comme 16 <21 < 250ona4d <121 <5 par stricte croissance de la fonction racine carrée. Ainsi :

1 —1 —5++v21
1< V2l-5<0 domc —+< o 2FVE

0
2 4 4
et
—-10 —-5-—+21 -9 1
— —V21<—4 d —_— /< — < ==
5 < < onc 1 < 1 < 1 < 5
donc le tableau de variations de f est le suivant :
5 1 1
X —00 5 4\/ﬁ -3 2 +00
f'(@)
/
In4
Signe
Pour tout « € Dy on a :
flz) >0 de? 1 i6té de la fonction 1
x B —— ar propriété de la fonction In
- 24+r+1~ bat prop
42 -1 —22 -2 -1
>0
24+ z+1 -
— 322 -1r-2>0 car Ve € R, z?+x+1 >0 dapres 1.
1—+/25
A=1-4x3x(—2)=25>0 donc le trindme a deux racines : 1 = % = —% et 19 = 1. Comme 3 > 0

on a pour x € Dy :

f(z) >0 = $E]—oo;—§]u[1;+oo[

2
et de la méme maniere : | f(z) <0 <= x € [_5; —i[u]f; 1]|. On a finalement :




Exercice 2

1. On raisonne par I’absurde et on suppose que 3v/2 + 5 € Q. Alors il existe deux entiers relatifs a et b avec
5 —5b
b;éOtelsque3\/§+5:%,donc3\/§:%—Setdoncﬁ:%—azagb .Ora—5beZet3becZ*

donc /2 est un nombre rationnel, contradiction. On en conclut que [3v2 +5 ¢ Q |.
2. Ona:

xr€A\(BUC) < z€ A et 2¢BUC

xr€A et Non(x e BUC)

zr€A et Non(xeB ou zel)

xr€A et (x¢B et z¢C) (lois de De Morgan)
xr€A e ¢ B et x¢C

r€e(A\B)N(A\CO)

rrtrtee

donc | A\ (BUC) = (A\ B)N(A\O)|

3. Soient = et y deux réels. Supposons que z > 0 et yy > 0, alors x +y > 0 donc e*T¥ > 1. On en déduit par
contraposée que :

‘(e$+y<1) = (<0 ou y<0)‘

Ve = VY . Alors
r+yr+1l  y+y+1

4. Soient x et y deux réels positifs. On suppose que

Va(y+vy+1) = Vylz + Ve +1)

donc
Wr+Vry+Ve=a/y+Vay+ vy
et donc
YW —ay =y -V
donc
VEy(VY — V) =y — Ve
donc

(VY= V) (Vryy—1)=0

donc /y = \/x ou /Ty = 1, donc & = y ou xy = 1 (car x et y sont positifs). Par contraposée on a donc :

VI
t+yvr+1" y+y+1

(v#y et ay#l) —

5. On distingue deux cas :

« Si (f(x))? = 0 pour tout réel z, alors f(z) = 0 pour tout réel , donc f est bien constante.
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o Sil existe ¢ # 0 tel que : Vo € R, (f(z))? = c. On a nécessairement ¢ > 0, et pour tout réel z on
a f(xz) = +/cou f(x) = —\/c (remarque : cela ne veut pas dire que (Vz € R, f(z) = +/c) ou
(Vz e R, f(z) = —V0)).

Supposons que f(0) = 4/c. On raisonne par labsurde et on suppose qu'il existe zy # 0 tel que
f(zo) # /c, alors f(zg) = —y/c. Comme f est continue et qu’elle change de signe entre 0 et o,
cela implique qu’elle s’annule entre ces deux valeurs d’apres le théoreme des valeurs intermédiaires.
Contradiction avec le fait que pour tout réel z, f(z) € {—/c;+/c} donc f(x) # 0. On en conclut que
pour tout réel 29 # 0, f(z9) = v/c donc finalement f est constante égale a \/c.

Dans le cas ou f(0) = —y/c on raisonne de fagon analogue et on obtient que f est constante égale a
—e.

‘ Dans tous les cas f est donc bien constante sur R. ‘

Exercice 3

= 1—1—i X 1—&—i X 14—i —3x§—§
42 = 20 21 2) =217

1 1
2. Pour tout n € N, upy1 = (1 + W) U, avec 1+ onFT > 1, donc up41 > uy car uy, > 0.

‘ On en conclut que la suite (u,,) est croissante. ‘

3. (uy) est croissante donc elle est minorée par son premier terme ug = 2. Ainsi : ‘Vn eN, u, >2 ‘

4. On pose f: 2+ 2z —In(1+ ) et on étudie les variations de f sur | — 1;+oo].

f est dérivable sur cet intervalle car x — 1+ x est dérivable et Va €] — 1;+o00[, 1+ > 0 et car z — In(x)
est dérivable sur ]0; +o0].
1 T

De plus, Vz €] — 1, +oo|, f/(z) =1 — _ .
e plus, Vz €] +ool, f'(x) 72112

Pour tout z €] — 1; 400, 1 + 2 > 0.

On en déduit le tableau de variation suivant de f :

x —1 0 400
f'(x) - 0 +
f(@) I —
f(0)=0

On lit dans ce tableau de variations que Va €] — 1;4o00[, f(x) > f(0) > 0, donc pour tout = €] — 1; +00],
In(l+2z) <z|



5. Pour tout n € N, on a

n
1
< Z — d’apres la question précédente et par somme d’inégalités

‘donc (In(uy,)) est majorée par 2. ‘

6. La suite (In(u,,)) est majorée par 2, autrement dit Vn € N, In(u,) < 2 d’ott Vn € N,u,, < e par croissance
de exp.

On en déduit que la suite (u,,) est majorée par e?. Puisqu’elle est croissante d’aprés la question 2 on en
déduit qu’elle converge vers un réel /.

D’aprés la question 3 et d’aprés ce qu’on vient de dire, ¥n € N, 2 < u,, < e? donc par passage & la limite

on obtient que | £ € [2;¢€%] |

Exercice 4

1. On pose pour tout z > 0, f(z) =z + =. f est dérivable sur ]0; +oo[ comme somme de fonctions dérivables
sur cet intervalle et :

1 22 -1

donc f’ est négative sur |0; 1] et positive sur [1;4o00[, f est décroissante puis croissante donc admet un

1
minimum en 1 qui vaut f(1) = 2. Ainsi : |V >0, z+ — > 2|
x

2. Cherchons des solutions a I’équation x + % =3:
1
r+-=3 < 2> +1=32 (en multipliant par x # 0)
x
— 2 -32+1=0

L35 3+5

ou I =

2 2

—

3. (a) (z+ %)2 =a?+ %5 + 2z x L =22+ & + 2. On en déduit 1'égalité suivante :

1
Orw—i—%eZdonc (x+%)2€Zetdonc 24+ = ez
T

(b) o Initialisation : Porn=0onaa2’+ L =14+1=2€Z.

Pour n = 1 I’égalité est vérifiée par hypothese.
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o Hérédité : Soit n € N* quelconque. Supposons que z" +

L € Z et que 2" + ﬁ € Z. Alors :

x
1 1 1 1
+1 +2
(;z: * x) (zn + x"‘H) S z" ot 2

1 1 1 1
n+2 _ - n+1 _ n
T +xn+2—<x+x> (x +x”+1) (w +:p”>
N—_——

€L €L €L

donc

2 1
donc 2" + — € Z.
e Conclusion : Par principe de récurrence double on en conclut que pour tout n € N on a

1
"+ —€Z|
:L-n

Exercice 5

1. (a) En prenant z =y = 0 on obtient :

f(0)+f(0) = £(0) +0

(b) En prenant x =1 on a :

VweR, f(fy)+y)+fly+1)=fly+1)+2y
donc en simplifiant
VyeR, f(fly)+y) =2y
donc pour tout réel z, en posant y = 5 on a : f(f(2/2) +2/2) = f(f(y) +y) = 2y = 2z donc
f(2/2) + z/2 est un antécédent de z. ‘ f est donc surjective. ‘

(¢) En prenant y = ¢ on obtient :

F(@f(c)+¢) + flwe+a) = f(x + )+ 2ac

donc
Jle+7T) + f(z(c+1)) = fla—+T) + 2zc

donc finalement :

‘f(a:(c—i— 1)) = 2xc‘

(d) Raisonnons par I’absurde et supposons que ¢ + 1 = 0, donc que ¢ = —1. Alors d’apres la question
précédente : f(0) = 2cx = —2z pour tout réel z. Or f(0) =0 donc —2z =0 pour tout réel z,
contradiction.

‘ On en conclut que c+ 1 # 0 ‘

(e) Pour tout réel z, en posant =’ = il (licite car ¢ + 1 # 0 d’apres la question précédente) on a
c
d’apres la question 1(c) :
2cx
= Da') = 2ca’ =
£@) = f((e+ )e') = 200’ = 22
P 2¢2 . 9 9
(f) Par définitionde cona f(c¢) =1donc: 1= 1 On en déduit que 2¢* = c¢+1 donc que 2¢*—c—1 = 0.
c
En résolvant cette équation on trouve deux valeurs possibles de c:|c=1ouc= 5t
. 2x . —x
On a donc soit | f(z) = — = x|, soit | f(x) = — = —2z|
2 -1+1




2. Supposons que pour tout réel z, f(z) = z. Alors :

flafy)+y)+flay+z)=af(y) +y+ay+z=zyt+y+ay+z=flz+y) +2ry

donc f est bien solution du probléme posé.

Supposons que pour tout réel z, f(x) = —2x. Alors :

F@fy) +y)+ floy + ) = =22f(y) — 2y — 22y — 22
= —2x(—2y) — 2y — 2zy — 2z
=4xy — 2y — 22y — 2x
= =2z +y) + 22y

= f(z+y) +2zy

donc f est bien solution du probléme posé.

Finalement, les fonctions qui vérifient ’équation fonctionnelle f(zf(y) + y) + f(zy + x)
y) + 2xy sont exactement les fonctions x — x et x +— —2uz.

fle+

Exercice 6

1. e Initialisation : Pour n = 1 on a d’une part :

Yk =12=1
k=1
et d’autre part :
12(1+1)2 )
1 =
1
12(1+1)2
donc ’égalité Z k2 = % est vraie.
k=1
o Hérédité : Soit n € N*. Supposons que Z = %
k=1

Alors :

n+1

Zk3:(n+1)3+§n:k3
k=1

k=1
n?(n+1)?
4
4(n+1)3 +n2(n+1)>
4
(n+1)%(4(n +1) +n?)
4
(n+1)2(n?+4n+4)
4
(n+1)*(n +2)*
4

=Mm+1)>+

par hypothese




donc 1’égalité est vraie au rang n + 1.

« Conclusion : Par principe de récurrence on en conclut que pour tout n € N* on a > ,_, k

n?(n+1)32
—
2. (a) Ona:

n

n n

2n+1 _ 2j

2.2 = 5

j=1 k=j

(b) On a:

j=1
-yt )
j=1

— zn:2n+1 _ zn:Qj
j=1 j=1

2ntl — 2
2-1

= p2ntl —

=np2ntt _ontl 4 9

=|(n—1)2"" +2

donc d’apres la question précédente et cette égalité on a :

D k2P =(n—1)27 42
k=1

3. Ona:

7
o
:
w
Il
(]
k>c,o

en posant j =k —n

car le terme 0° est nul
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4. Ona:

I
3
o
R
O
~
>

k=

B 1— (1/9)n+1
S 1-1/9

9 1
-5 (- 5)

9n+1 -1

9
- g X gn+1

9n+1 -1
8 x 9n

Probléme

Partie I

1 |Les fonctions z — 2", x — In(x) et & — —2 sont dérivables sur ]0; +oo[ donc f est dérivable sur
" | cet intervalle comme somme de fonctions dérivables.

2. On a d’abord il_r)% fn(x) = +o0 par somme de limites, et comme f,(z) = =" (1 - h;(z) - 12) et que
. In(x) s . . CL
lim = 0 par propriété de croissance comparée on a aussi : lim f,(x) = +o0.
r—+oo M r— 400
nx” —1
Pour tout z > 0, f,(z) =na" ' -1 = —

La fonction x — nz™ — 1 est strictement croissante sur |0;+oo[ car & — ™ lest, et s’annule lorsque
nz™ = 1.

1

ne" =1 <= 2" = -
< nln(z) = —In(n)
<= In(z) = —In(n)/n

<= 1z =exp(—In(n)/n)

donc f] (x) est strictement négatif si x < exp(—In(n)/n) et strictement positif si > exp(—In(n)/n).

fn(exp(—1In(n)/n)) = (exp(—In(n)/n))" — In(exp(—In(n)/n)) — 2

= exp(—1In(n)) +In(n)/n — 2

1
_| 1@
n

On en déduit le tableau de variations suivant, en notant z, = exp(—1In(n)/n) :



X 0 Zn —+00
7 (x) — 0 +

3. On a

fal)=1—-In(1)—2=-1<0 ‘ De plus z, est le minimum de f,, donc f,(z,) < fn(1) < 0.

Enfin, —In(n)/n < 0 donc ‘ exp(—In(n)/n) <1 ‘ . On a donc le tableau suivant :

X 0 Zn 1 +00
n () - 0 +
In \ / -1
fn (Zn

4. On a f,(z,) < 0 d’aprés la question précédente et lim f,(z) = lim f,(x) = +oo.
z—0 T—+00
o [y est continue sur ]0; +o00[, strictement décroissante sur |0; z,[ et strictement croissante sur |z,; +00[.
 0€]fulzn); lim fu(z)]
¢ 0 el fulz): lim fu()

D’aprés un corollaire du théoréme des valeurs intermédiaires appliqué deux fois, ’équation f,,(z) = 0
admet donc exactement deux solutions sur |0;4oco[ : I'une qu’on notera z, dans l'intervalle ]0; z,[ et
lautre qu’on notera y, dans l'intervalle |z,; 4+o0o[. Comme f,(1) < 0 on a nécessairement y,, > 1 donc on

abien‘0<xn<zn§1<yn‘.

Partie 11

5. (a) faori(zn) = 2" —In(z,) — 2. Or 27 — In(x,) — 2 = 0 par définition de z,, donc In(x,) = 27 — 2.
Ainsi :

fny1(zn) = SEZH —(z —2) -2
=t

=z (x, — 1)

Comme 0 < 2z, < 1 on a bien | fr41(z,) < 0|

(b) fnt1 est strictement décroissante sur |0; x,,41[ et s’annule en x,,11, donc elle est strictement positive

sur ]0; zp41[. Puisque f4+1(zn) < 0 on a donc nécessairement x,, ¢]0; z,1[ donc .

6. Pour tout n € N* on a z,41 < z, d’apres la question 5(b) donc (x,) est décroissante. Elle est minorée
par 0 (car ¥n € N*| x,, €]0; +oo[ par définition).

‘ D’apres le théoréme de la limite monotone on en conclut que (x,) converge vers une limite L. ‘

Comme pour tout n € N*, x,, >0 on a .

7. (a) (z,) est décroissante donc pour tout n > 1, z, < .
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(zy,) converge en décroissant vers L donc pour tout n > 1, x,, > L. On a donc bien :

VvneN', 0<L<z,<x1<1

(b) Pour tout entier n € N* on a d’apres 'encadrement précédent :

0<z <z}

Or0<z; <ldonc lim a7 =0.On en conclut par encadrement que| lim z; =0|
n—-+oo n——+oo

(¢c) Pour tout entier naturel n non nul on a :
xp —In(z,) —2=0

donc

donc

xn = exp(z; — 2)

Par passage a la limite et par continuité de exp on en déduit que lirf xn, =exp(0 —2) = e 2|
n—-+0oo

Partie II1

8. (a) fut1(yn) = (yn)" ™ —In(y,) — 2. Or y, est solution de l'équation (y,)"™ — In(y,) — 2 = 0 donc
In(y,) = y* — 2. On peut donc remplacer et on obtient :

frnv1(yn) = (yn)n+1 —(yp —2) -2

=yt —yr
=yn(yn — 1)

Or y, > 1 donc y/*(y, — 1) > 0 donc | fr41(yn) > 0|

(b) Comme fni1(yn) > 0 et que fni1(yYnt1) = 0 on peut écrire que fri1(yn) > fr+1(yYnt1). Comme
fnt+1 est strictement croissante sur [1; 4+o00[ (d’apres le tableau de la question 3) on en déduit que

pErn!
9. D’apres la question précédente on a : Vn € N*| y,11 < y,. (yn) est donc décroissante, et minorée par 1

d’apres la question 4. ‘ On en conclut que (y,,) converge vers une limite réelle ¢ qui vérifie £ > 1. ‘

10. (a) Comme (y,) converge en décroissant vers £ on a : ¥n € N*, y,, > /.

On en déduit que pour tout n € N* on a ‘ In(y,) =yp —2>4" -2 ‘

(b) (yn) converge vers £ > 1 et In est continue sur ]0;+oo[ donc continue en ¢. On en conclut que
hrf In(y,) = In(?).
n—-+0oo

¢ > 1 par hypothése donc lim ¢" = +o0. Par comparaison de limites on en déduit que lim In(y,) =
n—-+oo n—-+oo

+00 ce qui contredit le résultat précédent (car In(¢) € R).

On en conclut que , c’est a dire que | lim gy, =1|

n—-+o0o
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